Capitulo 3

Adicion y sustraccion
(Carlos Maza)

1. Contextosy usos dela adicion y la sustraccion

1.1 La operacion aritmética como accion transformadora

En los capitul os anteriores se ha valorado laimportancia de cuantificar d mundo en que vivimos
de modo que los fendémenos con los que tratamos se puedan describir de una forma més precisa que los
simples apelativosde’ pocos' y ‘muchos . Sin embargo, con | as operaciones aritméticas no solo sedescribe
larealidad circundante sino que se actlia sobre €lla, transformandola.

En efecto, si una personatiene un billete de tres mil pesetas en d bolsillo € nimero aqui mide una
cantidad de una determinada magnitud (dinero). Si una abuela generosa le da dos mil pesetas por su
cumpleal20s este nuevo nlimero vuelve a medir otra cantidad de la misma magnitud. Con ello se describen
dos cantidades presentes en la situacion. Sin embargo, la persona en cuestion transforma la situacion en
otrareuniendo, juntando las dos cantidades para dar lugar a otra quele permiteafirmar: “ Tengo cinco mil
pesetas en total”. Con elo se permite describir numéricamente una nueva situacion, una situacion (la del
total de sus ahorros) conseguida al transformar dos situaciones previas.

Asi pues, la cuantificacion de las situaciones que nos rodean corresponden fundamentalmente a
una accion descriptiva mientras que | as operaciones aritméticas remiten a una accion transformadora por
la que dos situaciones interactlan para dar lugar a una nueva situacion que de nuevo se describe
numéricamente.

1.2 Importancia social y cultural dela adicion y sustraccion

Este tipo de acciones transformadoras no solo son habituales sino que constituyen la estructura
habitual de nuestro quehacer cotidiano, tanto en d mundo infantil como en la vida adulta, sea cotidiana o
profesional. Uno de los contextos mas frecuentes en dicho sentido es € de la compray laventa. Si nos
celhimos alaadicion y sustraccion numerosas acciones de compray venta serian imposibles de describir
sin estas operaciones. Lacajerade supermercado realiza una suma o adicién delos precios, € comprador
entrega un dinero que excede la cantidad a pagar por |o que procede hacer unaresta, a continuacion se
comprae periodicoy secuentan|as pesetas para que sumen la cantidad debida, etc. End tipo de sociedad
que vivimos (basada econémicamente en la accién de consumir) los ni%0s no se encuentran gjenos a tal
actividad. Resultailustrativo en dicho sentido observar |as operaciones aritméticas que redlizan frente al
vendedor de chucherias o d dejuguetes, por gemplo. Como norma mente disponen de un dinero limitado
tienen que ir pidiendo lo que desean y sumando al mismo tiempo para observar si disponen dd dinero
necesario, handeir aprendiendo a pedir la‘vuelta’ del dinero entregado. Todas estas acciones e ementales
desded punto devistaecondmico constituyen sin embargo un caldo de cultivo extremadamentei mportante,
por su frecuenciay variedad de situaciones, en @ aprendizaje y préctica cotidianos de las operaciones de
sumar y restar.

No obstante, la adicidn y sustraccion estan presentes en multiples situaciones més de la vida
cotidiana. En lo que se refiere a los nimeros més elementales (menores que la decena) una de estas
Situaciones eslamedidadel tiempo. Si un ni%o entraen su colegio alas nueve delamaana Ocuantas horas
faltan parad recreo o paraterminar lajornada escolar?. Si hemos quedado alas sietedelatardey sonlas
cinco, Ocuantas horas me quedan para estudiar Mateméticas?. Si en la costa este norteamericana son seis
horas menos que en Espatka, Oqué hora es en estos momentos en Nueva Y ork?.

Desde un punto devistaprofesional los adultos han deemplear deunamaneafrecuentel asdiversas



operaciones aritméticas. Asi |o expresa, con agunas peculiaridades, € informe Cockcroft (1985):

“Lanecesidad de saber realizar calculos aritméticos de diferentes clases aparece entrelas
exigencias matematicas de casi todos los tipos de empleo... Estos célculos se hacen a
veces mentalmente, a veces con papel y 14piz, y otras con una calculadora. “ (pag. 26).

Actua mente, numerosas profesi onesdi sponen de medi ostecnol 6gicosimportantes, particularmente
en € sector de servicios. Sin embargo, en la peque’za empresa dichos medios estan limitados y serecurre
muy frecuentemente a célculo escrito o mental, sea exacto o bien aproximativo.

Habitual mente, todas estas operaciones serealizan sobre nimeros mayores que la decena pero no
se puede olvidar que su realizacion (sobre todo s ésta es de caracter mental) se apoya en un buen
conoci miento delas operaciones aritméticas sobre nimeros el emental es. En este sentido conviene recordar
que la adiciéon y sustraccién de nimeros menores que la decena (que constituyen e contenido de este
capitulo) son @ fundamento de nuevos conoci mientos escol ares més desarrollados que serén abordados en
los préximos capitulos. Asi, la realizacion de agoritmos de suma y resta descansa sobre las mismas
operaciones en nimeros elementales, diversos problemas de multiplicacién y division se resolveran por
sumaorestareiterada, € célculo con fracciones, decimal es seapoya en los mismos conocimientos previos.

Enresumen, laadiciony sustraccién son operaciones aritméti cas que estan presentes en numerosos
contextos y situaciones de la vida cotidiana infantil y adulta, particularmente los de compray venta asi
como en los relacionados con medidas, sea ddl tiempo, de volumen, de peso, etc. Desde el punto de vista
profesional las operaciones se realizan generamente sobre niimeros mayores que la decena pero €lo
permite suponer un adecuado dominio de | as operaciones el ementales, tanto para hacer calculos mentales
COMO aproximeativos.

Actividad 1
Anota durante varios dias todas aquellas situaciones cotidianas en que utilices sumas o restas
€lemental es describiéndolas a través de la siguiente serie de preguntas:
* OCud es e contexto general en que se ha planteado |a operacion?.
* Se ha planteado con efectos descriptivos 0 como un problema necesario de resolver?.
* OEraimprescindible o solo aconsgjable operar de forma mental .

1.3 Fenomenologia de la adicion y sustraccion.

El término de‘adicién’ provienedd latin‘addo, is' significando ‘ aladir, agregar’. Una definicién
habitual en libros de texto aritmético del siglo XIX y comienzos del XX consistia en afirmar que“ Sumar
€s reunir varios nimeros en uno solo” (Vidal 1909). La operacion se define por su aplicacion a los
ndmeros, no por las situaciones en las que dicha aplicacion tiene lugar.

Deigual manera, d término de ‘resta’ tiene su origen en € latin ‘restare’, sobrar, quedar. Las
antiguas definiciones delos libros detexto hacian descansar la operacion enlaanterior afirmando que“La
sustraccion es €l andlisis delaadicidn, y tiene por objeto, dada la suma de dos sumandos y uno de éstos,
hallar € otro”. Asi pues, sedefine no por la accion que describe (quedar, quitar) sino por € hecho de que
se puede entender como una suma donde se ignora uno de los sumandos.

En todo lo dicho subyace una sencillaidea: Las operaciones se pueden entender a menos de dos
maneras, una especificamentemateméticay otraque serelaciona con la descripcién de acciones realizadas
por una persona en una situacion determinada. Por giemplo, si un ni%zo tiene cinco canicas y gana otras
cuatro alo largo de unatarde, querra calcular al final cuantas tiene finamente. Desde un punto de vista
matemati co se efectlia una suma entendiéndolacomo la‘ reunién delos nlmeros cincoy cuatro en uno solo,
nueve . Desde e punto de vista que coloca d conocimiento en una situacion determinada, la suma puede
ser entendida como una operacion aritmética que describe una accion de azadir realizada por € ni%20 en



cuestion.

Esindudabl e que exi ste entreambas perspectivas una relaci én puesto que ambas parten del mismo
fendmeno pero las diferencias son también sensibles: En € primer caso € objeto de conocimiento esta
dedligado de la situacion, de contexto en e que se inscribe dicho fendmeno, mientras que en € segundo
caso € objeto de conocimiento estaindisol ublementeligado ala situacién. En @ primer caso la operacion
aritmética estara bien definida en cuanto se adecue de forma consistente a los conocimientos mateméti cos
previos. En & segundo caso dicha operacion estard bien definida en cuanto describa adecuadamente la
accion gercida por la persona dentro de la situacion, y esta adecuacion vendra dada por € hecho de que
esta accidn que se describe respete € significado dado por la persona ala accion emprendida.

Actividad 2

Delas situaciones y contextos encontrados en la primera actividad, discutir y elaborar diversos
criterios para repartir en clases diferentes las situaciones planteadas observando sus aspectos comunes
y sus diferencias en cuanto a significado de la accion gercida. 0Son iguales todas las situaciones
susceptibles de resolverse con lasuma? 0Y |as que son resolubles por la resta?.

1.4 Lossimbolos de la adicién y sustraccion

Unadelasformas més conocidas derepresentar estas primeras operaciones aritméticases através
delarepresentacion smbdlica, como end casode5 + 3 =8 o bien 8 - 3 = 5. Resultainteresante constatar
que estos simbol os no siempre se han utilizado de esta manera. En efecto, durante un muy largo tiempo la
descripcion de este tipo de situaciones era a través de palabras. “Cinco mas tres es igual a ocho”, por
giemplo. Las operaciones aritméticas y algebraicas conocieron un gran impulso tedrico en € siglo XVI
italiano, lo que condujo a que se utilizara como expresiones las palabras ‘piu 0 plus’ (mas) y ‘meno o
minus (menos) y sus abreviaturas que funcionaban como simbolos, p. y m. Estos nuevos simbolos no
encontraron una difusion suficiente en € conjunto de aritméticas comerciales francesas y germanas que
eran caracteristicas del desarrollo comercia europeo de la época.

J. Widman, aleméan, escribe en esetiempo unaobratitulada‘ Calculo rgpido y elegante paratodos
losfuturoscomerciantes’ end queutilizaunos nuevos simbol os para estas operaci ones, nuestros conocidos
+y -. El origen del primero resulta evidente como una simbolizacién del término ‘et’ (copulativa‘y’ en
latin) y, en concreto, delat de dicha palabra que solia escribirse con una forma ornamental. El origen del
simbolo de laresta, en cambio, queda en la oscuridad y no ha podido determinarse con seguridad.

End siglo X VI vivetambién R. Recorde, introductor delaaritméticamercantil en Inglaterra. Este
autor propone simbolizar laigualdad con € signo =, simbolo que no es universalmente admitido hasta
bastante tiempo después. El término latino ‘aequetur’ (‘igua’ en castellano, abreviado ae) tiene una gran
difusion y por elo se puede ver ain en @ siglo XVII a conocido filésofo matemético Descartes
empleandolo asiduamente. El declive paulatino del 1atin como lengua cientificay una necesidad progresiva
de abreviacién en la escritura matemética inclind la balanza finalmente hacia la aceptacion del simbolo
propuesto por Recorde.

1.4 El curriculum anterior

Paracomprender mejor € tratamiento curricular actual delaense/zanzadelaadiciony sustraccion
resulta de interés contrastar |as directrices que se extraen del Dise20 Curricular Base respecto alas que
se propugnaban en la etapa educativa anterior. Asi, en la primera etapa de la Educacién Generd Basica
se defendia para el primer curso de E.G.B. los siguientes objetivos:

- Conjuntos. Idea de subconjunto. Representacion de conjuntos. Unién de conjuntos
diguntos.
- Sistemas de numeracion. Numeracién decimal. Aprendizaje de los nimeros hasta la



centena.
- Adicion de nimeros. Sustraccion de nimeros. Problemas y gercicios simultaneos.
Automatizacion de dichas operaciones con niimeros de unay dos cifras.

Actividad 3
Leer y discutir los fundamentos y las posibles consecuencias del siguiente parrafo, extraido
de las orientaciones generales para la primera etapa de la E.G.B. en el &rea de Matematicas (1970):
“Laenséhanza delamatemética... debecentrarseend proceso de matematizacién de
los problemas, creacion desistemasformal es, utilizacion delasleyes deestos sistemas
para obtener unos resultados e interpretacion de 1os mismos.
En laprimera etapa de E.G.B. se pretende que |os alumnos sean capaces de llegar a
laexpresion numéricamedianted gercicioy empleo conscientedel asrelaciones entre
conjuntos, la comprension del nimero como una propiedad de aquéllos...
Se evitarg, por otra parte, la memorizacion de conceptos. Las operaciones en la
aritmética constituyen un giemplo altamentesignificativo. Tradicionalmentehan sido
ensghadas en forma memoristica, sin & conocimiento previo de la numeracion y
presentadas en forma aidlada y poco coherente. Ahora, la etapa preparatoria de las
operaciones entre conjuntos y la aplicacion numérica subsiguiente subsanan este
defecto”.

Bajo esta perspectivalaenseanza delaadicién, en primer lugar, se basa en la unién de conjuntos
disiuntos. Por €llo, un modelo de secuencia de ensganza seria €l siguiente:

1.- Cuando & alumno esta acostumbrado a construir y representar conjuntos, €lo le puede llevar
aconsiderar lalista de sus elementos, es decir, su nimero.

2. Ello le conduce a actividades de clasificacién dentro de un conjunto, es decir, a su reparto en
dos subconjuntos, por gemplo de grandes y pequeos. Si se considera cada uno de estos Gltimos se
construirdn 'y aidlaran dichos

subconjuntos.

3. El dltimo paso consiste
en que e aumno (apartir dd nivel
preescolar) vaya asociando al
conjunto y a sus subconjuntos €
cardinal correspondiente, de

3 manera que las primeras

actividades consistan en la

descomposi cién deun nimerodado
, en dos sumandos:

9=5+4



Actividad 4

1.5 Aspectos curriculares actuales

El Disé/o Curricular Base, documento
fundamental en @ actual periodo educativo,
marcaungiroimportanteen  tratamiento delas
Mateméticas en la enséhanza primaria y, en
particular, sobre & tema de las operaciones

Revisaen equipo y discute en clase la
presentacion delasumay larestaen € primer
curso delaE.G.B. apartir del estudio de diversos
libros de texto de la década de los setentay
ochenta. Observa los cambios producidos en
ambos periodos.

aritméticas edementaes. Ello se traduce en €
siguiente esgquema:

Adicién y sustraccion: Contenidos relacionados

conceptos

Procedimientos

Actitudes

- Situaciones en las que
intervienen estasoperaciones. La
suma como unién, incremento;
la resta como disminucion,
comparacion, complemento.

- La identificacion de las
operaciones inversas (suma y
resta).

- Correspondencias entre
lengugje verbal, representacion
gréficay notacion numérica.

- Utilizacion de diferentes
estrategias para resolver
problemas numéricos vy
operatorios.

- Explicacion ora del proceso
seguido en la redizacion de
célculos y en la resolucién de
problemas numéricos u
operatorios.

- Representacién matemética de
una situacion utilizando
sucesivamente diferentes
lengugjes (verbal, gréfico vy
numérico) y estableciendo
correspondencias entre los
MiSMOS.

- Rigor en la utilizacién precisa
de los simbolos numéricos y de
las reglas de los sistemas de
numeracion, e interés por
conocer estrategias de célculo
distintas a las utilizadas
habitualmente.

- Confianza en las propias
capacidades y gusto por la
elaboracion y uso de estrategias
personales de calculo mental.




2. Concepto delas operacionesde
adicion y sustraccion

2.1 La adicién y sustraccion como
obj etos matematicos

Se ha comentado en € punto 1.3 quela
adiciény sustraccion pueden entendersecomoun
objeto matemati co cuya validez vendra dada por
la consi stencia con otros conceptos matematicos
previos o, en otras palabras, que no entre en
contradiccion  légica con los conceptos
matematicos que |o fundamentan. Estos son, en
concreto, las operaciones de unién y diferencia
de conjuntos y @ concepto de aplicacion entre
conjuntos.

Lasumadedos nimeros naturalesay b
se define ddl siguiente modo:

Sea a = cardina (A) y b = cardina (B)
sendo A y B dos conjuntos diguntos, es decir,
cumpliendo A 1 B=1 . Sedefinelaadiciénend
conjunto N dentmeros naturales como laaplicacion
entred producto cartesiano N x N y & conjunto N

f: NxN 6 N
talques f(ab)=c es c=cadind (A CB)
donde ACB=F6x/x0A6x0B>

conjuntista de diferencia entre conjuntos.

Una diferencia importante entre la
definicion de ambas operaciones es que la
primera es una aplicacion mientras que la
segunda no. Ello es debido a que la sustraccion
no cumple una de | as condiciones definitorias de
aplicacion: Todo elemento del conjunto origina
(N x N) ha detener unaimagen por laaplicacion
en N. Pero la sustraccion no esta definida para
cualquier pargja de nimeros naturales, como

Actividad 5

Comparar y discutir €l siguiente parrafo

delaintroduccion del D.C.B. a &reade

Matematicas (1989) respecto a estudiado en la

tercera actividad:

“La capacidad de aplicar los
conocimientos mateméticos a la
vida cotidiana, a otros campos de
conocimiento o a estudios
posteriores no depende
exclusivamentede cuéles son estos
contenidos, sino también de como
han sido construidos y utilizados
en a escuela. Dicho de otra
manera, estudiar contenidos
matematicos objetivamente Utiles
comolamedida, lasemejanzaolas
operaciones numéricas no
garantiza que se sepan aplicar
oportunamente en ocasiones
posteriores. La realizacion de un
aprendizaje significativo exige que
e aumno observe, se haga
preguntas, formule hipétesis,
relacionelos conoci mientosnuevos
con los que ya posee,...”.

Una definicion de la resta o sustraccion de dos
nUimeros naturales se basa, en este caso, en la operacion

6 N

c=cadind (A-B) donde A-B=6x/x OA

Sea a=cardina (A) y b=cardina (B)
estando B T A . La sustraccién en @ conjunto N
puede definirse como la correspondencia h: N xN

ta ques h(ab)=c es

y x 0B>

sucede en e caso de (3,5) cuya diferencia 3 - 5 no es un nimero natural.

Ello hace que muchas veces se adopte como definicién matematica de la sustraccion una que la

hace depender de la adicion:

Esta definicion esla que motivaque sele
asignealasustraccion un carécter ‘inverso’ dela
adicién, entendiéndola como una suma donde se
ignora uno de los sumandos. Desde € punto de
vista matemético este carécter ‘inverso’ no es
riguroso en modo alguno ya que la aplicacién

Dados dos nimeros naturales a,b se cumplira a -
b =c¢ cuando existaun nimero natural ¢ tal que

secumpla b+c=a




inversa de la adicion seria supuestamente la definidaentre N y € producto cartesiano N x N
f:N 6 NxN
de maneraque f’ (5) = (9,4). Pero también sucederiaquef’ (5) = (7,2), por g emplo, revelando que f’ no
es una aplicacion dado que un elemento original (en este gemplo € 5) silo puede tener unaimagen y no
dos 0 més como en este caso.
Desde d punto de vistamatemético, pues, la operacion de adicion es una aplicacion que carece de

aplicacioninversa. El caréacter ‘inverso’ dela sustraccion respecto dela adicion responde mésbien aotros
criterios basados en la accion de la persona que resuelve una sustraccion como la suma donde se ignora
uno de los sumandos. En otras pal abras, la operacién aritmética no es entendida como objeto matemético
sino como descripcion de una accion dentro de una situacion determinada.

2.2 Situacion de Cambio

En este problema se dispone de una
cantidad inicia que cambia cuando se la
aumenta en otra determinada cantidad. Fruto de
ello es que, finalmente, la cantidad inicia (cinco
canicas) sehatransformado en otramayor (ocho
canicas). Se produce un cambio que supone un
aumento. Si @ cambio es una disminucion
resulta un problema como € siguiente:

Cambio aumentando
Un ni%0 tiene cinco canicas
cuando comienza ajugar.
Durante el juego ganatres
canicas. OCuantas canicas tendra
a fina?

Esqueméticamente se pueden
representar ambos problemas dd siguiente
modo:

Cambio disminuyendo
Un ni%o tiene cinco canicas
cuando comienza ajugar.
Durante € juego pierde tres
canicas. 0Cuantas canicas tendra
al fina?.

A pesar de que los dos problemas
muestran caracteristicas comunes (por
inscribirse ambos en la misma situacion de
Cambio) también encierran importantes
diferencias. En d primero € cambio supone un aumento y una disminucién en € segundo, lo que conduce
a que la operacion que los resuelve sea también distinta: Una suma en e primer caso y unaresta en €
segundo.

Ahora bien, los ni%0s de cuatro o cinco a%20s que se enfrentan a estos problemas pueden no haber
aprendido aln en la escuela estas operaciones aritméticas. Sin embargo, han estado inmersos en esta
situacion de cambio fuera de la escuelay la han afrontado con € recurso més e emental de que disponen:
El conteo de canicas y, en su defecto, de los dedos de sus manos. Asi, se encuentran como estrategias
informales cualquiera de las siguientes para resolver e problema de Cambio Aumentando:

1. “Contar todo” .- Consiste en disponer |as canicas iniciales (cinco), a4adirle a continuacion las
canicas de aumento (tres) y contar todas empezando por la primera hasta la Ultima (ocho en total). Esla
estrategia més frecuente por su simplicidad.

2. “Contar apartir del primer sumando” .- Aquellos ni%20s que tienen capacidad para contar hacia
adelantea partir de un nimero cual quiera, pueden |legar a ser capaces de establecer un conteo a partir de
la consideracion del primer sumando: ‘ Cinco, seis, siete, ocho’.




La situacion de Cambio disminuyendo se afronta de un modo distinto:

1. “Separar de” .- El ni%20 dispone la cantidad inicial de objetos o dedos (cinco) pasando entonces
a contar la cantidad de cambio realizado (tres) sobrelos objetos iniciales (sea apartandol os o flexionando
los dedos correspondientes). Con ello quedaraun grupo de objetos o dedos (dos) que pasaraacontar dando
larespuestafinal. Esta estrategia es més elemental que la siguiente, que supone un adecuado dominio del
conteo regresivo de nimeros.

2. “Contar hacia atras’ .- Se parte de la cantidad inicial para contar hacia atras tantos nimeros
como sea la cantidad de cambio realizado, “ cinco, cuatro, tres, dos’.

Actividad 6

OQué habilidades numéricas rel acionadas con € conteo se ponen en préctica enlas estrategias
anteriores?. OPor quéla estrategiade“ Contar a partir del primer sumando” es méas complgaquelade
“Contar todo”?. Existe otra estrategia consistente en sumar a partir del mayor sumando, sea éste €
primero o segundo de los dados. 6En qué casos seré posible detectar su presencia? 0Es més sencilla
0 compleja que las anteriores?. Razona tu respuesta.

OPor qué es mésinfrecuentela estrategiade” Contar haciaatras’ quelade* Separar de’ 2. De
nuevo, Oqué habilidades numéricas se ponen en accion en ambos casos?.

Todas las estrategias rel acionadas tienen un rasgo en comun que resultara mas adelante de gran
importancia para justificar los errores cometidos por los alumnos de Primaria. Observemos esterasgo en
€l caso dd problema de Cambio aumentando.

Inicial Cambio Final
Situacion | Un ni%o tiene 5 canicas Gana tres canicas OCuéntastiene al final?
Estrategia Dispone 5 objetos Coloca 3 objetos mas Cuentatodos |os objetos
Extiende 5 dedos Extiende 3 dedos més Cuenta los dedos extendidos
Célculo 5 +3 5+3=8

Lacaracteristicacomun es quees posi blerel acionar estrechamente cada momento (inicial, cambio
y final) del problema con la estrategia seguiday con € céculo aritmético arealizar. A cada momento
marcado en la situacion le corresponde una accién infantil con objetos o dedosy, en € momento que sea
posible, una simbolizacién aritmética adecuada. Es posible entonces redizar 1o que se denomina un
‘modelado directo’ de los momentos presentes en el problema planteado.

Desde d punto de vista de la abstraccion en los métodos infantiles de resolucion es necesario
ahadir que este ‘modelado’ resulta favorecido indudablemente por la posibilidad de manipular objetos
(canicasofichas, por gemplo). Cuando no sedispone detal material los ni%z0s suelen utilizar los dedos en
laforma descrita pero este paso no es inmediato
para muchos de los que comienzan a resolver

estos problemas en e nivel de la Educacion | Actividad 7 N
infantil. En la segunda actividad de |as propuestas

en este capitulo clasificastes situaciones
2 3 Situacion de Combinacién susceptibles d,e ser resudtas conlaadicién ocon la
sustraccion. 0Todas €las se gjustan a esguema
adoptado en las situaciones de Cambio expuestas?
Si existen otras, Ocudles son sus caracteristicas més
séhal adas? 0En quésediferenciandelassituaciones
de Cambio?.




Este problema muestra dos cantidades
(cuatro y tres comics) cuya suma conduce a
resultado final. En este sentido, & parecido con
e primer problema planteado acaba en que la
misma operacion aritmética los resuelve a
ambos. Desde e punto de vista del significado
gue se le puede atribuir a ambos se observa que
ahora no hay cambio alguno de una cantidad
inicial sino queaparecen doscantidadesiniciales
gerciendo ambas € mismo papel. La reunion de ambas es la accion que resuelve € problema pero dicha
accion no es un cambio sino una combinacion de las dos cantidades.

Esqueméticamente se puede representar del siguiente modo:

Combinacion
Juan tiene cuatro comics de su
héroe favorito. Carmen tiene tres
comics distintos del mismo
persongje. Si se retinen los dos a
leerlos Ocudntos comics tendrén
en total?

Los problemas de Combinacion se caracterizan basicamente por contar con dos cantidades
estéticas que forman parte de un todo que las incluye. Son estéticas por cuanto no cambian con €l
transcurso del tiempo tal como se gpreciaba en los problemas de Cambio.

L as estrategias que resuel ven este problema son |as mismas quelas encontradas en la situacion de
Cambio aumentando, esdecir, las de* Contar todo”, “ contar apartir del primer sumando”, etc. El nivel de
dificultad es también similar dado que son resueltos por ni%2os en d Gltimo a20 de Educacion infantil. La
razén fundamental de esta facilidad es nuevamented hecho de que existe un paralelismo entrelos distintos
momentos presentes en d problemay las estrategias quelo resuelven, esdecir, quees posibled “modelado
directo” mediante objetos, dedos o exclusivamente de forma verbal.

Sinembargo, d carécter estético delas cantidades en contraposi cion al dindmico delas situaciones
de Cambio si trae una consecuencia no apreciable en estemomento pero si en otros problemas posteriores.
En efecto, cuando en una situacién de Combinacién las dos cantidades gjercen un papel similar (tienen, por
tanto, é mismo significado en cuanto partes de un todo desconocido) ello hace precisamente que €
problema no varie a intercambiar esos papeles. En la estrategia de “Contar todo” dara lo mismo contar
en primer lugar cuatro comics y luego tres o contar tres comics y luego cuatro. Sin embargo, en una
situacion de Cambio los papeles de ambas cantidades no son intercambiables: Si inicialmente se tienen
cinco canicasy luego se ganan tres violentaria mucho € significado de cada cantidad empezar por contar
tresy luego contar las cinco iniciales.

Dicho en otras palabras, d problema de Combinacién aqui planteado se resuelve con la misma
operacion aritméticaqued de Cambio aumentando. Sin embargo, en la situacién de Combinacion lasuma
es conmutativa en cuanto las dos cantidades dadas tienen un significado indistinto mientras que en la de
Cambio la suma no es conmutativa por ser € significado diferente de las dos cantidades (unainicial, otra
el cambio producido).

2.4 Cambioy parte desconocidos




Se han colocado juntos dos problemas
que, pese a referirse a stuaciones diferentes
(Cambio y Combinacién), muestran un
planteamiento similar y son resolubles por la
misma operacion, en este caso laresta

Cambio aumentando (cambio desconocido)
Un ni%0 tiene cinco canicas
cuanda.comien iugar. Durante

s
fifja tiene otho canicd

c UeSSCOrNo d

Juan tiene cuatro comics de su
héroe favorito. Si Maria tiene
varios comics distintos del mismo
persongje y entre los dos tienen
siete comics en total. OCuéantos
comics tiene Maria?.

Si se comparan estos problemas con los expuestos en los dos apartados anteriores y que eran
resolubles con la suma, se encuentran una serie de diferencias de importancia:

1) Laestructura genera delos problemas (las cantidades y sus relaciones) son las mismas quela
de los problemas que se plantearon inicialmente, es decir, d de Cambio aumentando (final desconocido)
y Combinacién (todo desconocido). Por dlo, laformulacion linglistica emplea muy parecidos términosy
no constituye una pista fiable para descubrir la operacion que resuelve el problema.

2) No es posible redlizar € “modelado directo” de los momentos planteados en estos problemas.
En & de Cambio, por giemplo, disponer de cinco canicas iniciamente permite colocar cinco fichas sobre

la mesa. La siguiente afirmacion, sin embargo,
‘gana varias canicas no permite colocar la
cantidad de canicas ganadas a lado de las
anterioresy d “modelado directo” seinterrumpe.

En lo que se refiere a estrategias
acertadas que permitan resolver estos dos
problemas existen varias posbilidades que
excluyen la aplicacion directa de una
sustraccion.

1. “Contar a partir de lo dado”.- Se
representa la cantidad menor (cinco en €
problema de Cambio aumentando, cuatro en €
de Combinacién) y a continuacion se abzaden
nuevos elementos hasta conseguir representar la
cantidad mayor (ochoy siete, respectivamente).
Contando los elementos akadidos se tiene la
respuesta. Aunque esta estrategia respeta
aparentemente la secuencia de momentos
descritos en los problemas no resulta ser de
“modelado directo” por cuanto € ni%:o tiene que
hacer un conteo junto a una comparacion:
Aladir elementos que se van contando
comparando el total de elementos

Actividad 8

El tipo de palabras empleadas en la
formulacion del problema resultan de una gran
importancia en la eleccion de la operacion que lo
resudve. De hecho, una de las distinciones
fundamentales entre los resolutores de problemas
expertos y principiantes reside en d hecho de que
los primeros se guian en la resolucion por las
caracteristicas estructurales, las relaciones |6gicas,
del problemamientrasquelosprincipiantes digenla
operacion en base a caracteristicas superficiales
como pueden ser las palabras. Estas adoptan
entonces € papel de ‘palabras-clave’ enlaeeccidn
de la operacion.

Con base en lo dicho analiza entonces las
palabras empleadas en los problemas anteriores
justificando que un ni%0o de las respuestas ‘trece’ y
‘once’ a los dos problemas. OEs posible formular
los problemas linglisticamente de otra manera que
permita una mayor facilidad de comprensién por €
alumno principiante?. Compara tus respuestas con
las de tus compalzeros.
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congtantemente con a cantidad mayor que se desea representar.

2. “Separar d' .- Se representa la cantidad mayor (ocho y siete) y sobre ella, comenzando por €
principio, lacantidad menor (cincoy cuatro, respectivamente). Contando | os elementosrestantes seal canza
larespuesta.

Sin embargo, |as estrategias acertadas pueden también ser directamente sustractivas, como en €
caso siguiente:

1. “Contar haciaatras’ .- Estaes una estrategia fundamentalmenteverbal por laqued ni%z0 cuenta
desde la cantidad mayor hasta llegar a la cantidad menor. Asi, en € problema de Cambio podria contar
diciendo ‘ocho, Sete, seis, cinco’. En estecaso, larespuesta ‘tres’ se basa en € conteo paralelo realizado
sobre & nimero de palabras numéricas que es necesario pronunciar hasta llegar ala cantidad menor. En
otras palabras, nuevamente se realiza un doble conteo y una comparacion sucesiva en cada momento del
conteo respecto a la cantidad menor que se debe alcanzar.

Larealizacion de una estrategia directamente sustractiva como la anterior muestraqued alumno
es capaz de transformar e problema cuya estructura es aditiva en otro sustractivo. De todos modos, las
razones dadas justifican la mayor dificultad en larealizacion de estos problemas respecto de los primeros

y por qué su resolucion se retrasa hasta € nivel de Primaria.

2.5 Problemas de Cambio con €
comienzo desconocido

En estecaso un ni%2o que estélimitado a
estrategias de “modelado directo” no podria

Actividad 10

La ensdhanza tradiciona de la adicion y
sustraccion sostenia que la segunda debia ser
posterior a la primera por cuanto la sustraccién se
definia a partir de la adicion como inversa de la
misma. De entre & conjunto de problemas ya
estudiado y los que vendran a continuacion ordena
en dificultad todos ellos a partir de las estrategias
quelosresuelveny suscaracteristicas estructurales,
independientemente que sean resol ubles por lasuma
olaresta. OResultaun ordenamiento semejanteal de
la ensgzanza tradicional? Dicho de otra manera,
Oexisten problemas resolubles con la resta més
sencillos que otros resolubles con la suma?.

Actividad 9

Formular un problema de Cambio
disminuyendo (cambio desconocido). Siendo su
estructura sustractiva asi como las palabras
empleadas en su formulacion Gqué operacion lo
resuelve?. 0Qué estrategias de | as expuestas hasta
ahora seran méas adecuadas en su resolucion?.

Cambio aumentando (comienzo desconocido)
Un ni%o tiene varias canicas a
comenzar € juego. Luego gana
tres canicas. Al fina tiene ocho
canicas. OCuéntas tenia al
principio?.

representar e conjunto inicial del que no se precisa la
cantidad. A continuacion gana tres canicas que coloca
encimadelamesa. Al final, seledice, tiene ocho canicas
que procedera a colocar a lado de las tres anteriores.

Dado que las palabras-clave estan asociadas ala adicion
(‘gand’) sumaratresy ocho paradar larespuesta ‘once'. Por

+3

ello, nuevamente, esteproblemaencierraunamayor dificultad
que € primero de Cambio aumentando que se planted.

Pero ademés resulta més complejo de resolver que

mismo problema con €& cambio desconocido, que

aparentemente es similar. En efecto, cuando es € cambio lo

guesedesconoceyasedispone dd conjuntoinicial y sélo hace

faltaunatransformacion delaoperacién (contar haciaatrasen
vez de hacia delante). Pero cuando la incognita es la cantidad inicia no sdlo habra que transformar la
operacién sino que se aplicara la conmutatividad de la suma.
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En efecto, desde una estrategia aditiva se dispondran ocho elementos y mediante “ separar de”’ se
retiraran tres elementos finales. Los que quedan representaran al conjunto inicial. En este caso, los tres
elementos del cambio actuardan en @ mismo papel que los del mismo conjunto iniciad. Desde esta
perspectiva, estos problemas de Cambio resultan los més complicados de resolver.

2.6 Problemas de Comparacién

Dentrodel asvariadassituacionesdonde
se pueden plantear problemas resolubles por la
adicién o sustraccion, aln queda la Ultima,
caracterizada por e hecho de que se comparen
estaticamente dos cantidades dadas. Las dos
cantidades se dan simultaneamente (al contrario
gue en la situacién de Cambio) y las dos no
corresponden a dos conjuntos incluidos en un todo (con lo que se diferencian de los de Combinacion). Un
giemplo de tales problemas seria @ siguiente:

Actividad 11

Formula un problema de Cambio
disminuyendo (comienzo desconocido), analiza sus
caracteristicas y discute con tus compaleros las
estrategiasmas adecuadas para su resol ucién por un
ni%0 de Primaria.

Su representacion esguematica podria

Lo Compar acion (diferencia desconocida)
ser lasiguiente:

Pedro tiene siete |gpices y
Carmen tiene cinco | pices.
OCuantos | 4pices tiene Pedro més

Cuando sedispone de un material cond que Maria?.

gue representar los elementos del problema la

— e =

7

resolucién se apoya en una estrategia de “ Empargjamiento”, consistente en asignar un [4piz del conjunto
de Pedro a un 18piz del conjunto de Carmen 'y sélo auno. Con d emparejamiento de |4pices subsiguiente
ladiferenciaesfécil deapreciar sn més que contar |os [4pices no emparejados, en estecaso |os dos | 4pices
sobrantes de Pedro.

Sinembargo, laausenciadematerial revelaunas profundasdificultadesinfantilesparacomprender
linglisticamentelostérminos del problema. Lafaltadecomprension llevaadar unarespuestacomo ‘ doce
en baseala presencia delapalabra‘mas que actlia como clave delaoperacion aaplicar. En este sentido
se ha comprobado que, en los primeros a0s de Primaria, existe una megjor comprension del término
relacional ‘més que’ respecto a término ‘menos que'.

Laestrategia mas habitual pararesolver acertadamente este problema reside en contar a partir del
nimero menor hasta obtener @ mayor, es decir, la de “Contar a partir de lo dado”. Al igua que la
disponibilidad dematerial pararepresentar loselementosdel problemafavoreced acierto del ni%2o, también
lo hace unaformulacion lingliitica distinta del problema:

Pedro tiene siete |&pices y Carmen tiene cinco |4pices. 0Cuantos |pices hay que dar a
Carmen para que tenga los mismas que Pedro?

12



Este problema se denomina de ‘ Igualacion’ dado que la accién que lo resuelve y que se demanda
en la pregunta planteada consiste en igualar la cantidad mayor a%adiendo una cantidad desconocidaala
menor. Los dos problemas no sdlo muestran una distinta formulacién linglistica sino que son realmente
diferentes. En e de Comparacion se dan dos cantidades y se pide una comparacion estética entre ellas
mientras que en @ de Igualacion se demanda una transformacién de una cantidad en otra, adoptando asi
un caracter dinamico que lo asemeja alos problemas de Cambio aumentando (cambio desconocido). La
similitud entreambos problemas de Comparaci 6n es debida a que seinscriben dentro delamismasituacion.

Naturalmente, la incognita puede ser cualquiera de las dos cantidades dadas en € problema de
Comparacion surgiendo de esta manera dos problemas diferentes, segiin que sea conocida o no la cantidad
que sirve de referencia ala comparacion:

Comparacion (referente desconocido)
Pedro tiene siete |14pices. Pedro tiene dos |8pices més que Carmen. 6Cuantos | dpices
tiene Carmen?.

Comparacion (referente conocido)
Carmen tiene cinco |&pices. Pedro tiene dos |&pices mas que Carmen. OCuantos
| &pices tiene Pedro?.

Actividad 12

El problema de Comparacién (referente conocido) es mas sencillo de resolver que € de
referente desconocido. OPor qué? 0Qué estrategia resolvera preferentemente cada uno?. OQué
caracteristicas estructurales los diferencian y justifican la adopcién de distintas estrategias para
resolverlos?.

Un cuadro general de todos los problemas aditivos y sustractivos seria €l siguiente:

Situacion Problema general Variacion incognita_| Operacion aplicable
Fina desconocido Adiciéon
Cambio aumentando ] ] —
Cambio desconocido Sustraccion
] Comienzo desconocido Sustraccion
Cambio
Fina desconocido Sustraccion
Cambio disminuyendo ] ] —
Cambio desconocido Sustraccion
Comienzo desconocido Adiciéon
Combinacién Combinacion Total desconocido Adiciéon
Parte desconocida Sustraccion
Diferencia Sustraccion
Comparacién Comparacion desconocida
Referente conocido Adiciéon
Referente desconocido Sustraccion
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3. Representacion de las operaciones de adicion y sustraccion

3.1 Materiales para € modelado del problema

La estrategia inicial por excelencia de la que dispone un ni%20 cuando afronta un problema
cualquieradelos abordados antes es ladd “modelado directo”. En ella se representa con material u otros
elementos manipul ables cada una delas cantidades y acciones del problema seguinvienen dadas en su texto.
Para hacer tal forma de representacion de tipo manipulativo no todos los materiales son iguamente
aconsgjables.

Si seconsideran | as operaciones de adicion y sustraccién como objetos didacti cos sehan detomar
como operaciones que reflgjan acciones propi as de una situaci on destinadas al aprendizajedd alumno. Por
ello no basta que un material manipul ativo sea adecuado pararesolver € problema sino que debe hacer ver
con la mayor claridad posible las cantidades y acciones propias del problema en la situacion en que se
inscribe. Esta propiedad de cualquier forma de representacion de hacer ver al resolutor con facilidad los
elementos del problema se llama ‘transparencia’ de la representacion.

En este sentido no todos los materiales son igualmente transparentes para estos elementos del
problema (cantidades, acciones). Veamos algunos casos.

Se han representado dos materiales de uso bastante comun para representar la accion de aadir,
en este caso, cuatro y tres elementos. A la izquierda se consideran fichas como las de cualquier juego
infantil mientras que a la derecha se muestra la composicién de dos regletas Cuisenaire o regletas de
colores. Laaccion de asadir, juntar, se hace ver con cierta claridad en ambos casos pero no asi cuando se
consideran las cantidades. Las fichas son méas transparentes para la representacion de cantidades
correspondientes a magnitudes discretas (canicas, frutas, pesetas) mientras quelas regletas resultan mas
transparentes en lo que se refiere a magnitudes continuas (longitud, peso, por gemplo). La utilizacién de
un material manipulativo con caracteristicas continuas para representar cantidades de una magnitud
discretay viceversa causa una mayor dificultad en e modelado de los elementos del problema.

Pero algo similar sucede con las acciones del problema. Los dos siguientes materiales ilustraran
este caso. A laizquierda se ha representado la maquina operadora de Dienes en la que se introducen
distintas cantidades por la ‘entrada’, se d2aden o sustraen elementos segln la cantidad marcada en €
frontal y € resultado sale por la‘salida. A la derecha se muestra otro material algo maés sofisticado, la
balanza numérica que esta formada por dos brazos descritos numéricamente de donde se cuelgan pesos
iguales a distancias variables. Este material no solo es sofisticado por su dificultad de construccion sino
por & conocimiento de los principios bésicos de la balanza que requieren para la adecuada comprensién
de la accion realizada, principios no siempre a alcance de los ni‘k0s de los primeros &%20s de Primaria.

L os problemas se encuentran inscritos en situaciones. Estas situaciones estén caracterizadas, en
su aspecto estructural, por las acciones que le son propias (cambiar, combinar 0 comparar). Pues bien,
estos dos materiales son transparentes de distinta forma segiin la accion de que se trate.
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La méaquina operadora es transparente para | os problemas en situacién de Cambio por cuanto se
dispone de una cantidad inicia que sufre un cambio posterior alcanzandose un resultado final por Ultimo.
Lamisma accion en labalanza numérica seria bastante mas opaca. En un brazo se colocariala entrada (5)
y end otrolacantidad asustraer (2). El desequilibrio producido slo serestableceriacon un peso colocado
en lalongitud correspondiente a tres.

3.2 Representaciones masabstractas:
Dedos, dibujosy palabras

En un momento dd desarrollo infantil
las acciones ejercidas sobre los materiaes
manipulativos se van interiorizando
progresivamente. Sin embargo, sea por & hecho
de que éste es un proceso progresivamente
constructivo 0 sea por las limitaciones de la
memoriainfantil, & ni%o precisa una apoyatura
perceptiva en las actividades de conteo
progresivo oregresivo querealiza. Deestamanerava prescindiendo paul atinamentedelos material es, estos
empiezan a constituir sdlo un recurso mas disponible esporadicamente (en razén de la complgjidad del
problema) y € ni%o0 represental as cantidades y acciones del problemaextendiendo y flexionando los dedos.
L os dedos se van congtituyendo asi en los sustitutos delasfichas, delasregletas, etc., enlarepresentacion
de las unidades que constituyen cada cantidad.

Este uso de los dedos que durante cierto tiempo no se debe limitar va paralelo a la creciente
necesidad de representar gréficamentelos e ementos del problema, sea através de marcasen d papel que
ayuden arecordar y representar externamentela cantidad a considerar, o por medio de diversos dibujos €
maés conocido de los cuaes es € diagramade Venn o lalinea numérica.

Existe alin un tercer diagrama que es € que se ha utilizado a lo largo del capitulo en la
representacion de los problemas de Cambio, Combinacion y Comparacion. Su utilizacién favorece la
distincion entrelas diversas situaciones a que hemos hecho referencia. En la medida, pues, en qued ni%zo
seencuentreal comienzo desu aprendizaje con lanecesidad derealizar estadistincion entresituaciones los
diagramas citados seran transparentes.

Sinembargo, es un hecho adestacar € quelarepresentacién mental delos elementosde problema
va construyéndose por parte del ni%0 a partir de estas situaciones. Y que esta representacion se enriquece
estructuralmente con las cantidades y sus relaciones, relaciones que comienzan a hacerse reversibles (con
lo que es posible hacer la transformacion inversa de la adicién y sustraccion) e intercambiables (con la
aplicacion de la propiedad conmutativa de la adicion).

Actividad 13

La balanza numérica permite representar
problemas de Comparaci 6n siendo muy transparente
cuando la diferencia es desconocida. Rediza
algunos gemplos ampliando las posibilidades de
este material a otros problemas de Comparacion.
O0Es también transparente respecto a estos
problemas nuevos?.
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De este modo, 1o que comenzaban siendo situaciones de Cambio, Combinaciény Comparacién
se van tornando en situaciones de adicion y sustraccion por una aplicacion sistemética del esquema
parte/todo. Segun dicho esguema todos |os problemas de cualquiera de las situaciones planteadas son
reducibles a dos tipos de relaciones:

1. Se pueden conocer |las dos partes ignorandosed todo, en cuyo caso se estara ante un problema

resoluble por la adicién.

2: Se puede conocer, por otro lado, tanto € todo como una de sus partes siendo la otra parte la

incégnita. En este caso e problema sera resoluble por la sustraccion.

S6lo cuando este esquema reflgja adecuadamente la representaci n mental quetiene d alumno de
las diversas situaciones presentes en los problemas planteados se puede hablar de que estamos ante
problemas de sumay deresta. Este enriquecimiento progresivo de naturaleza estructural delas relaciones
presentes en la representacion infantil es la principal razén por la que, desde el punto de vista didéactico,
se recomienda € tratamiento de todas las situaciones en @ nivel de Primaria. Una metodologia de
ensghanza apoyada en la reduccion de los problemas a sus tipos més sencillos (susceptibles de“ modelado
directo”) conlleva unas limitaciones considerables en la construccion del esquema parte/todo y su faltade
aplicabilidad a otros problemas que los dados en su aprendizaje.

Con la adquisicion paulatina del esquema parte/todo |os diagramas antes audidos (diagrama de
Venn, linea numérica) adquieren toda su potencialidad dado que su carécter abstracto los ponen lgjos de
lacomprensiéninicia. En otras palabras, si un ni%0 esta limitado en su resolucion a aquellos problemas
susceptibles de “modelado directo” seriaincapaz de comprender |as relaciones abstractas implicadas en
estos diagramas: Que la adicion o sustraccidn se representen, por gemplo, a través de un salto sucesivo
entrepuntos deunalineanuméricaes poco transparenteen estos ni%20s. Sélo cuando mental menteempiezan
a mangjarse relaciones abstractas entre cantidades y se van interiorizando |as acciones presentes en €
problema, los diagramas de estetipo van ganando en trasparencia. Y una de las sef:ales de este progresivo
carécter abstracto esla utilizacion de los dedos, asi como las pal abras numéricas (vocales o subvocales).

Esteproceso no esinmediato sino qued ni%0 va utilizando deforma combinadatodasestasformas
de representacion. Se puede apreciar en e siguiente gjemplo:

Pregunta.- Juan tiene cinco comics. En su cumplealzos|e dan varios més de maneraqueal final tiene nueve
comics. OCuéntos le dieron en su cumplealzos?.

Respuesta.- (Extiende los cinco dedos de su mano izquierda) Uno, dos, tres, cuatro, cinco. 0Cuantos le
dan?.

P.- Al find tiene nueve comics.

R.- (Mirando primero sumanoizquierda) Cinco. (Miraluegola derecha en laqueva extendiendo los dedos
al tiempo que subvoca mentepronuncia“ Seis, siete, ocho, nueve’ acompal2éndol o con gestos delacabeza).
4Cuatro!.
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P.- OPor qué?
R.- Porque cinco y cuatro son nueve.

3.3 Representaciones simbdlicas

La representacion escolar por excelencia de la sumay de la resta viene a ser la representacion
simbdlica. Las variaciones histéricas sufridas por |os simbolos aritméti cos, tanto delas cifras como delos
correspondientes alas acciones y laigualdad, revelan con claridad que estos simbolos surgen como fruto
de una cultura determinada por extensa que sea, consecuencia de un convenio historico. Ello hace quelos
ni%0s que son introducidos en la escuela en d mangjo de estos simbolos los vean como algo arbitrario,
como un codigo de dificil aprendizaje que les permite comunicar a otros y entender 1o que otros les dicen
en cuanto a un determinado contenido matemético.

De este hecho deriva la considerable importancia que ha ido adquiriendo en la ensgzanza de las
mateméticaslacomunicacion al profesor y aotros compazeros delos contenidos mateméticos por laforma
de representaci 6n que seamas conveniente(deformaverbal , grafica, smbdlica). Lautilizacion desimbolos
es la culminacion del proceso de abstraccion que comienza con los materiales manipulativosy, por €lo,
aunque facilite la expresion de las relaciones de un problema aritmético, encierran € peligro de que se
constituyan como representaciones opacas de los elementos del problema, tanto mas cuanto que su
representacion no se basa en el parecido sino en un convenio estrictamente cultural.

A €llo hay que d%adir una observacién como laformulada por € informe Cockcroft (1985):

Se nos ha sezalado que, aun guiados por |as mejores intenciones, algunos padres gercen
una presion perjudicial sobre los profesores para que introduzcan las matematicas
escritas, especiamente las “sumas’, en una etapa demasiado precoz, porque consideran
que tal habilidad constituye un signo inequivoco de los progresos del ni‘%zo (pég. 110).

0Como pueden ganar en transparencia las representaciones simbdlicas?. Muchos profesores
consideran que los simbolos son abreviaturas de expresiones verbales y escritas de manera que siguen un
proceso como
Cuatro y tres son siete
4 y 3 son 7
4 + 3 son 7
4 + 3 = 7

Esta forma de introduccion puede ser acertada a condicién de que no se olvide que los simbolos
son representaciones de acciones ( +, - ) o deunacomparacion (=) y quesi estas accionesy comparacion
subsiguienteno seha comprendido dificilmenteestaintroduccion alos simbolos dejardde ser otracosaque
una rutina escolar més sin significado para €l ni%o.

El hecho dedisponer tnicamente de dos representaciones simbdlicas paralaadicion y sustraccion
dd tipo

a+tb= a-b=
encierradesde € punto de vista didactico un peligro que resume acertadamente Hughes (1986):

El espacio vacio o e recuadro que aparece ala derecha del signode“ =*“ indicaal ni%o
guesu tarea consiste en compl etar la ecuacion. Asi, apenden que” =“ significa“haz algo
de lado izquierdo, y colocalarespuestadd lado derecho”. Lo que deba hacer depende de
lo que aparece alaizquierda. Si hay un signo“ +“ @ problema consiste en “sumar”, y
los dos nimerostienen quesumarse. Si hay unsigno“ - “ setratade“quitar” y espreciso
restar un nimero (normamente é més bajo) de otro. El ni‘20 adquiere asi ciertos
significados muy especificos con respecto alos operadores “ +“, “ - “ e“ =",y estos
signos no se veran con facilidad como representaciones de acontecimientos o relaciones
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entreobjetos concretos, sino qued ni%20 los consideraracomo estimulos para“ hacer algo”
en los nimeros que hay a su lado (pég. 142).

Sin embargo, estas representaciones simbdlicas (denominadas ‘ canénicas’) no son las Unicas
disponibles. Si consideramos un problema de Cambio aumentando con € cambio desconocido, € problema
Se puede representar por:

at =c
y s € problematuviera d comienzo desconocido, su representacion simbdlica podria ser
+b=c

Estas representaciones ‘' no canénicas' resultan mas transparentes para describir las relaciones del
problema de Cambio aumentando: En el primer caso, se dispone de una cantidad a que se incrementa en
una cantidad desconocida para resultar en una cantidad c. Los simbolos c-a= representarian el
proceso deresolucién (siemprequefuera sustractivo) perono d planteamiento del problema. Teniendo en
cuenta que durante cierto tiempo la estrategia que resuel ve este problema no seria sustractiva sino aditiva
(“Separar &’ por g emplo) se puede comprender quelarepresentacidn no candnica es mas transparenteque
la candnica en la expresion de los términos del problema.

3.4 La memorizacion de hechos numéricos basicos

Laestrategia mas elaborada y abstracta en laresolucidn de un problema aritmético detipo aditivo
0 sustractivo la constituye la memorizacion de hechos numéricos bési cos, fundamentalmentelas sumasy
restas de dos digitos. Esta memorizacion es recomendabl e favorecerla con g ercicios especificos como €
bingo, en & que larapidez de la respuesta es importante.

Para constuir este bingo, se recortan cartulinas donde figure € resultado de las sumas de dos
digitos, convenientemente repartidos (del 0 al 18). En una bolsa setienen fichas con los digitosdel 0 al 9,
extrayéndose dos veces sucesivas una ficha cada vez. En la cartulina habria quetachar la suma delos dos
ndmeros extraidos que |os ni%2os calcularan mentalmente.

Ejercicios de este tipo deben favorecer la memorizacion de estos hechos numéricos bésicos,
aprendizaj e de considerable importancia para d desarrollo posterior del calculo menta y larealizacion de
todo tipo de algoritmos. Sin embargo, hay un aspecto mas que convienerese/ar y que concierne a otro de
los objetivos bésicos de la didactica de las mateméticas en Primaria: El desarrollo del sentido numérico.
Consiste éste en la capacidad de utilizar y operar nimeros con la flexibilidad necesaria y apoyandose en
su conocimiento del sistema de numeracién decimal.

Ello seobservaenlaredizacion de sumasy también de restas que permiten su descomposicion en
partes. Veamos a gunos g emplos de técnicas que utilizan este sentido numérico:

a) “Dables’ .- Es un hecho constatado que la suma de un digito consigo mismo requiere un tiempo
menor de recuperacion de la memoria que la suma de dos digitos distintos. Con €llo es conveniente
potenciar € calculo de‘dobles’ como resultado especia mentesencilloy como fundamento deotras técnicas
algo mas elaboradas.

b) “Dobles mas/menos uno” .- Precisamente cuando se plantean sumascomo 5 + 4, 6 + 7 donde
uno delos digitos superaal otroenunaunidad, hay ni%20s que espontaneamentereali zan dobles del niimero
menor sumandole después uno, o bien dobles del nimero mayor restandole al resultado una unidad, como
en 5+4=(4+4)+1=(5+5)-1

c) “Dobles mé/menos dos’.- No es tan habitual pero algunos adumnos son capaces de
descomponer los sumandos cuando uno de ellos supera a otro en dos unidades.

8+6=(6+6)+2=(8+8)-2

d) “Compensacion” .- Esta técnica consiste en aumentar uno de los digitos disminuyendo en la
misma cantidad € otrodigito al objeto de queresulteuna suma de masfacil recuperacion. De estamanera,
€l caso anterior también se podia plantear como

8+6=8-1)+(6+1)=7+7
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aunque resulta especia mente frecuente cuando la suma a realizar excede de la decenay, en particular, s
uno de los sumandos es cercano atal decena
9+5=9+1)+(5-1)=10+4
Esta compensacion no es igualmente aplicable al caso de las sustracciones, algunas delas cuales
son fécilmente memorizables como la que se apoya en € uso ‘inverso’ delosdobles. 8- 4, 6 - 3, etc. En
e caso de la “compensacion” se pueden adadir las mismas unidades a ambos digitos para reducirlos a
casos mas facilmente recuperables de nuevo:
9-5=(9+1)-(5B+1)=10-6
En lineas generdes es complicado prever todas las posibilidades de calculo mental por parte de
grupos dispares de ni%0s de Primaria. Las actividades de ense/zanza deben favorecer la aparicion en los
alumnos de este tipo de técnicas, facilmente imitables entre compalzeros de un mismo nivel, a través de
discusiones en clasey con una actitud de admision por e profesor de respuestas distintas pero acertadas
igualmente a mismo problema planteado.

Cuestiones
1.- Revisar agunos libros de texto recientes que correspondan a Ultimo curso de Educacion infantil y
primer curso de Educacion primariaanalizando laformadeintroducciony g ercicios propugnadosentorno
alaadicion y sustraccion. En concreto, registrar y discutir:

- Los tipos de situaciones planteadas con preferencia. OHasta qué punto existe variedad en su

planteamiento?.

- Las diferencias que a este respecto se observan entre los dos nivel es educativos.

- Las formas de representacion utilizadas fundamentalmente y e modo en que se presentan.

2.- Si secontrastan los libros de texto propios de la antigua E.G.B. con los actual es Oqué se puede deducir
de los principios educativos que subyacen a ambas propuestas? 0Qué diferencias existen en cuanto alas
Situaciones presentadas, las representaciones utilizadas y € nivel de abstraccion propuesto en sus
actividades?.

3.- Formula diversos problemas de Cambio aumentando y disminuyendo variando la incognita. 6Qué
estrategiasinfantiles son aplicables en cada caso?. El tamalo de los nimeros en juego, Opuede condicionar
la estrategia escogida como preferente?. Si fuera asi, dcomo influye de manera general @ tamabzo de los
nimeros y la diferencia entre ellos en € momento de realizar conteos hacia adelante y detras en la
resolucion de estos problemas?. Discute y razona tu respuesta.

4.- Revisa cuadernillos de problemas de adicién y sustraccién elementales extrayendo de entre ellos una
listade pal abras-clave quevienen asoci adas al as dos operaciones. OExisten casos en quel as pal abras-clave
utilizadas contradicen la operacion que resuelve e problema?. Si fuera asi, Oen qué tipo de problemas
sucede esto?.

5.- Formula un problema de Cambio disminuyendo (cambio desconocido) y otro de Combinacion (parte
desconocida). Reformula linglisticamente estos problemas de formas diferentes analizando las posibles
dificultades de comprension que pueden acarrear a un alumno de Primaria.

6. Considerando la totalidad de problemas resolubles por la adicion y sustraccion, estudiay discute una
ordenacion de los mismos en dificultad considerando tanto la operacion que o resuelve como € tipo de
estrategia preferente que le es aplicable.

7.- Considérense |os dos siguientes problemas:

a) Santiago tiene 8 canicas. Jorge tiene 5 menos que Santiago. O Cuantas canicas tiene Jorge?.

b) Santiago tiene 8 canicas. Tiene 5 més que Jorge. OCuantas canicas tiene Jorge?.

El primerosedicequetieneun‘lengugjeconsistente’ mientrasquee segundo muestraun‘ lengugje
inconsistente’ . OEn qué consiste esta diferencia?. Formular problemas de Comparacion resolubles por la
adicion enlos mismos dos tipos delenguajes. OPor quélos problemas conlenguajeinconsistenteserealizan
peor que los de lenguaje consistente?. Razona tu respuesta.

8.- Con un material como las regletas Cuisenairela sustraccion se representa considerando ‘ quéregletale
faltaaladel sustraendo paraigualar ladel minuendo’. 0Qué transparencia tiene este material respecto a
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la sustraccion?. Quétipo de problema sustractivo resulta especialmente transparente con este material 2.
9.- 6Como se representaria con la méquina operadora de Dienes los problemas de Cambio donde la
incognitalaconstituyesed propio cambio od conjuntoinicial?. 0Como seresolveriatales problemas?Este
material Oseria transparente en estos casos o habria otros que dejaran ver mejor los elementos de cada
problema?.

10.- Disgha una serie de actividades de descomposicidn de un niimero en varios sumandos 0 en minuendo

4+3=7

y sustraendo a través de la balanza numérica. 0Qué posibilidades da este material cuando se utilizan dos
tipos de pesos, uno doble que € otro?.

11.- Un material decierto uso, particularmente en Educacion infantil, es e delas plaguetas de puntos. Un
caso de adicidn se representaria colocando dos plaguetas consecutivas y comparandolas con la plaqueta
entera de forma similar. La sustraccion, en cambio, se representaria superponiendo la plaqueta del

sustraendo sobre la del minuendo observando lo que queda. 0Qué transparencia tiene este material para
los distintos tipos de problemas?. 6Qué ventajas e inconvenientes puede tener su uso en e aula?.

12.- Muchos resol utores de problemastienden adibujar un diagrama antes deintentar resolverlo. 6De qué
forma este hecho favorece @ aprendizaje?. Desarrolla algunos gemplos a respecto. 0Son todas las
representaciones gréficas necesariamente (tiles o algunas pueden representar un obstaculo en e
aprendizaje? OPor qué?.

13.- El simbolo “ + “ aparece también en las ambulancias con un significado muy distinto a dado en
aritmética. Observando tu entorno relaciona en qué contextos y con qué significados se utilizan los
simbolos aritméticos de la adicion, la sustraccion y laigualdad. 0Son frecuentes estos usos cotidianos?
OTienen un significado inequivoco?.

14.- Analiza qué problemas adiitivos y sustractivos admiten expresiones simbdlicas no candnicas. Coloca
junto aellaslasrepresentaciones simbolicas queresuelven d problemadirectamentey describelos cambios
existentes entreambas expresi ones. 0Quéti po detransformaci ones existen en cada caso entrelas dos clases
derepresentacionessimbdlicas?. 0Revel anestastransformaciones | adificul tad deresol ucion del problema?.
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